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Apresentacao

Este material foi desenvolvido como apoio didético a disciplina de graduacao
ARQ 102 Desenho Geométrico, oferecida pelo Departamento de Arquitetura e
Urbanismo da Universidade Federal de Vicosa.

O objetivo é apresentar, de forma légica e instrutiva, o contelido abordado
na disciplina Desenho Geométrico, possibilitando o estudo e o entendimento de
outros tipos de desenhos Uteis na Arquitetura, Engenharia, Matematica e outras
areas de conhecimento.

Ressalta-se que o estudo e a pratica do Desenho Geométrico se constituem
num exercicio mental capaz de desenvolver o raciocinio l6gico-dedutivo e a cria-
tividade na busca por solucdes de problemas diversos.
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Introducao

1.1 O que é o Desenho Geométrico

De acordo com sua finalidade, o desenho pode ser classificado em trés areas
gerais:

= Desenho de Expressao ou Artistico
= Desenho de Representacao ou Técnico
= Desenho de Resolucao ou de Precisao

O Desenho de Resolu¢ao ou de Precisao abrange o Desenho Geométrico, a
Geometria Descritiva e a Perspectiva.

Especificamente, o Desenho Geométrico é um conjunto de técnicas utiliza-
das para construcdo de formas geométricas desenvolvidas na resolucédo de pro-
blemas para obter-se respostas tdao precisas quanto possivel.

O processo de Desenho Geométrico baseia-se nas constru¢ées com régua e
compasso regidas pelos trés primeiros dos cinco Postulados de Euclides, sendo

eles:
a. Tracar uma linha reta de um ponto qualquer a outro ponto qualquer;
b. Estender um segmento de reta continuamente em uma linha reta;
c. Descrever um circulo com qualquer centro e qualquer raio;
d. Todos os angulos retos sao iguais;

e. Que, se uma linha reta caindo sobre duas linhas retas faz angulos inter-
nos do mesmo lado cuja soma seja menor do que dois retos, as duas linhas retas,
se estendidas indefinidamente, encontram-se no mesmo lado em que a soma
dos angulos internos é menor do que dois retos.

Embora o uso de régua e compasso tenha uma relevancia histérica, a im-
portancia do Desenho Geométrico para o desenvolvimento das faculdades es-
paciais tem favorecido a adesao de sistemas computacionais como ferramentas
no processo de ensino-aprendizagem. Tais sistemas possibilitam a obtencao
de desenhos ainda mais precisos, além de favorecer a aplicacdao do Desenho
Geométrico nas areas de atuacao que nele se baseiam.

1.2 A origem do Desenho Geométrico

As formas geométricas estdo em toda parte. A Geometria foi desenvolvida a
partir de observacdes exaustivas para suprir a necessidade do homem em domi-
nar as propriedades do espaco utilizando o sistema de pontos, linhas, superficies
e solidos.

Para os matematicos da Antiguidade, foi imprescindivel que houvesse mé-
todos de construcdes geométricas necessarios ao entendimento e enriqueci-
mento tedrico da Geometria, e ao desenvolvimento das solu¢des dos problemas
geométricos.

A Geometria como ciéncia dedutiva teve inicio na Grécia Antiga, aproxima-
damente no século VIl a.C., gracas aos esforcos de filésofos predecessores de
Euclides, comoTales de Mileto, Pitdgoras e Eudoxio. Por volta de 300 a.C., Euclides
deu uma grande contribuicdo para a Geometria ao escrever o livro Elementos



que é constituido por 13 volumes. Nesta obra, o autor descreveu a Geometria de
modo elaborado e estabeleceu um método de demonstracao clara e rigorosa.

Foram os gregos que deram um molde dedutivo a Matematica. A partir da
Geometria Grega foi desenvolvido o Desenho Geométrico a ser tratado nesta
apostila. Ndo havia entre os gregos uma diferenciacdo entre Desenho Geométrico
e Geometria. O Desenho Geométrico era utilizado na forma de construcées geo-
métricas para solucionar um problema teérico dos textos de Geometria.

Assim, pode-se dizer que o Desenho Geométrico é uma parte da Geometria
que, desde a Antiguidade até os dias atuais, propde-se a resolver graficamente
problemas de natureza tedrica e pratica que permeiam inimeros ambitos do
cotidiano.

1.3 A importancia do Desenho Geométrico

O Desenho Geométrico ocupa lugar de destaque no estudo e na pratica da
Matematica devido ao fato de muitos problemas técnicos poderem ser resol-
vidos com maior rapidez e clareza por meio de processos graficos do que por
processos analiticos.

O Desenho Geométrico é uma das bases que sustentam o Desenho Técnico,
o Desenho de Resolucéo (Grafostatica, Optica Grafica e Namografia etc.) e ainda
o Desenho Artistico.

A exatiddo e a precisao exigidas no Desenho Geométrico fazem dele um alia-
do importante na aplicacdo de conceitos da Geometria em areas significativas
do conhecimento humano, como a Arquitetura, a Engenharia, a Matematica, en-
tre outras. Por meio do Desenho Geométrico sao encontradas respostas precisas
para problemas de natureza pratica ou tedrica. O exercicio intelectual feito na
busca por solu¢des exatas permite que o estudante desenvolva a habilidade de
visualizar, prever e gerar novas ideias.
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A técnica

2.1 Postulados do Desenho Geométrico

Cada tipo de desenho tem seus proprios postulados, inclusive seus préprios
instrumentos de trabalho. Para que o estudo do Desenho Geométrico possa ser
encadeado de forma légica e racional, visando a construcao do conhecimento e
o desenvolvimento do raciocinio grafico, é necessaria a adocao de alguns postu-
lados, baseados na teoria e consagrados pelo uso.

1° Postulado: Os instrumentos permitidos no Desenho Geométrico sao a ré-
gua e o compasso comum e de ponta seca, com os quais podem ser executadas
as seguintes operacdes graficas:

= Assinalar um ponto geométrico, pela intercessao de duas linhas;

= Tracar uma reta completamente arbitraria ou arbitraria passando por um
ponto;

= Tracar uma reta por dois pontos conhecidos;

= Tracar um arco de circunferéncia, de centro e raio arbitrarios ou um deles
conhecido;

= Tracar um arco de circunferéncia de centro e raio conhecido;

=  Transportar um segmento conhecido.

A graduacdo da régua somente deve ser utilizada para colocar no papel os
dados de um problema ou eventualmente para conferir uma resposta.

2° Postulado: Nao é permitido fazer contas com as medidas dos dados de-
vendo a resposta ser obtida graficamente, entretanto, sdo permitidas considera-
¢oes algébricas na deducao ou justificativa de um problema.

Ex. determinacao do ponto médio de um segmento, quarta proporcional etc.

3¢ Postulado: Nao é permitido obter respostas“a mao livre” ou “por tentativa
e erro”. Esses “métodos” podem levar a particularizacao da solucéo, que pode nédo
se aplicar quando alteram-se os dados do problema.

2.2 O material de desenho

Na pratica do Desenho Geométrico, ter o material adequado é fundamental,
mas néo suficiente; é imprescindivel saber usa-lo de forma correta.

a) Superficie de trabalho
A superficie de trabalho deve ser plana, regular e limpa. O papel deve ser
fixado sobre a mesa de trabalho com uso de fita adesiva em suas extremidades.

b) Lapiseira

Priorizar o uso de lapiseira com ponta de, no maximo, 0,5mm e grafite com
dureza média, tipo HB. Ao utilizar a lapiseira, apdie bem a mao sobre o papel e
trace da esquerda para direita.

c) Borracha

E aconselhavel que a borracha seja macia, apague com facilidade - sem agre-
dir o papel, esteja sempre limpa e seja movimentada sempre no mesmo sentido,
segurando a folha com a outra mao.



d) Régua
Deve-se utilizar uma régua de alta precisao. Conserve a régua limpa usando
uma flanela. Nao utilize a régua para cortar papel.

e) Compasso

E importante que o compasso apresente abertura firme, e que a ponta de
grafite esteja lixada corretamente. O raio do compasso deve ser ajustado fora
do desenho em resolucao. O giro do compasso deve ser conduzido apenas no
sentido horério.

Ponta errada

Ponta certa

2.3 Erros Graficos

Um futuro profissional de Matematica, Engenharia ou Arquitetura precisa
saber desenhar com precisao e destreza. O estudo dos erros graficos é funda-
mental para que, desde o inicio, o estudante desenvolva o habito de desenhar
de forma correta e, assim, alcancar uma precisao cada vez maior na resolucdo
grafica de problemas.

O erro grafico relacionado a precisdo é inevitavel, entretanto, pode ser mini-
mizado. Para isto, é necessario conhecer os tipos de erros, suas origens e formas
praticas de minimiza-los.

Podemos definir dois tipos de erros:

= Erro grdfico linear é a distancia entre o ponto procurado e o ponto obtido
graficamente, e;

= Erro grdfico angular é o angulo entre a reta procurada e a reta obtida gra-
ficamente.

Tanto o erro linear como o erro angular pode ser classificado em dois tipos:

= Erro parcial é o erro cometido em cada operacao grafica, e

= Erro total é o somatério dos erros parciais obtido no final da construcao
grafica.

Existem basicamente trés causas para os erros graficos parciais:

= Representacao das linhas e pontos geométricos por meio de tracos, pois
0 ponto geométrico nao tem dimensao e a linha, apenas uma dimensao. No
entanto, linhas e pontos sao representados graficamente por meio de tracos, e
assim estes elementos adquirem dimensao. Portanto, o traco utilizado na obten-




¢ao de pontos e linhas deve ser o mais estreito possivel.

= Imperfeicdes dos instrumentos de desenho. Portanto, para aproximar-se
mais da precisdo exigida devem ser utilizados instrumentos de desenho de me-
Ihor qualidade e grafite com dureza média.

= Deficiéncia do desenhista, devido a falta de pratica, cuidado e conheci-
mento.

2.4 Preceitos para minimizar o erro grafico

Além da pratica do desenhista aliada ao uso dos instrumentos adequados,
algumas técnicas de desenho podem ajudar a diminuir o erro grafico na reso-
lu¢do de um problema de Desenho Geométrico, de forma a obter um resultado
com maior precisao, qualidade basica no Desenho de Resolucdo e Precisao.

Abaixo encontram-se os preceitos para minimizar o erro grafico no Desenho
Geomeétrico:

1° Preceito: Um ponto é sempre determinado pela intersecao de duas linhas,
que nao devem se interceptar muito obliquamente, minimizando o erro linear.

Certo Ermrado

2° Preceito: Uma reta é sempre determinada por dois pontos, que devem
estar o mais afastado possivel um do outro, minimizando o erro angular a.

3° Preceito: Para a resolucao de um problema, existe geralmente mais de
um processo. Com isso, deve ser escolhido o processo que tem o menor nimero

de operacdes graficas, minimizando desta forma o erro total.

4° Preceito: Nao fazer operacdes supérfluas, mas aproveitar tracos ja dese-
nhados.

5° Preceito: Tracar as linhas com comprimento suficiente para ndo precisar
prolonga-las depois.

6° Preceito: Ndo usar linhas de construcdo tracejadas.

7° Preceito: Ao tracar mais de uma paralela ou perpendicular tenha sempre
a mesma reta base como referéncia.

8¢ Preceito: Procurar usar sempre pontos, linhas e segmentos dados, ao in-
vés dos obtidos, minimizando o acimulo de erros graficos.
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2.5Tipos de linhas

Na resolucao grafica dos problemas de Desenho Geométrico devem ser uti-
lizadas somente linhas continuas estreitas, que devem ser:

= Forte para os dados e resultados
= Leve para as linhas auxiliares

2.6 Convencgoes

Ao resolver graficamente um problema é obrigatério nomear, ou seja, colo-
car letras, nos dados e nas respostas, mas é facultativo nomear os pontos e linhas
auxiliares. Cada figura geométrica possui uma convencao especifica, como se
segue:

A Ponto: qualquer letra latina maiuscula
Reta: qualquer letra latina minuscula
Segmento de reta: duas letras maiusculas latinas
Angulo: qualquer letra do alfabeto grego
Igual

Diferente

Coincidente

Semelhante

Equivalente

Diametro

Perpendicular

Paralelo

>
lon)

gy e

>~
~

2.7 Conceitos geométricos

a) O ponto

Em Desenho Geométrico, o ponto é representado pela intersecao de duas
linhas, que podem ser retas ou curvas. O ponto nao tem largura nem compri-
mento, sendo assim adimensional.

K o+ ok

b) A linha
A representacdo de uma linha é feita pelo movimento da lapiseira sobre o
papel. A linha nao tem largura, tem apenas comprimento.

D




c) Areta

A reta é definida como o resultado do deslocamento de um ponto em uma
Unica direcdo. Uma reta possui infinitos pontos e é infinita nos dois sentidos, ou
seja, ndo tem comeco nem fim. Por um Unico ponto passam infinitas retas, en-
quanto que, por dois pontos, passa apenas uma reta.

d) Semirreta

A semirreta é a parte da reta limitada por um de seus pontos. Assim, trata
do deslocamento de um ponto em uma Unica dire¢cdo e em um Unico sentido. A
semirreta apresenta um ponto de origem sendo infinita apenas em um sentido.

A

e) Segmento de reta
Segmento de reta é a parte da reta limitada por dois de seus pontos. Por ele
ser limitado é possivel atribuir-lhe um comprimento.

:A rB
2.8 Posi¢oes Relativas

a) Pontos colineares
Sao pontos que pertencem a uma mesma reta.

A, B C

b) Segmentos colineares
Sao segmentos que pertencem a uma mesma reta.

A B C D

c) Segmentos consecutivos
Sao segmentos cuja extremidade de um coincide com a extremidade do ou-
tro.




d) Retas concorrentes
Sao retas que concorrem, ou seja, se interceptam, em um Unico ponto co-
mum as duas retas.

b

>—<

e) Retas perpendiculares
Sdo retas que se interceptam formando um angulo reto, ou seja, de 90°.

a90°

g) Retas paralelas
Sao retas que conservam entre si sempre a mesma distancia, isto &, nao pos-
suem ponto em comum.

h) Retas obliquas ou inclinadas
Sdo retas que se interceptam formando um angulo qualquer, diferente de
90°.
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Construcoes fundamentais

As construcdes fundamentais sao aquelas basicas, necessarias para a resolu-
¢ao dos problemas de Desenho Geométrico e também de outros tipos de dese-
nho. A seguir, serao apresentados os processos que permitem a solucdo com o
menor nimero de operacdes graficas utilizadas para as construcdes fundamen-
tais.

3.1 Transporte, soma e subtracao de angulos e segmentos

O transporte, a soma e a subtracdo de angulos sao feitos pela construcdo de
triangulos semelhantes, em que um de seus angulos internos é o angulo dado.

a.Dada uma reta r com uma inclinacao qualquer, construa uma reta s, que
apresente a mesma inclinacao der.

CONSTRUCAO

Construir uma reta b qualquer, que intercepte a reta r em A. Com cen-
tro em A, tracar um arco de raio qualquer que intercepte a retarem C,
e areta b em B. Definir um ponto D qualquer sobre a reta b. Com centro
em D, tracar um arco de raio AB que intercepte a reta b em E. Com o
raio do compasso igual a BC, marcar o ponto F tracando um arco com
centro em E. Por fim, construir uma reta que contenha D e F. O trans-
porte de angulos é feito de maneira anéloga.




b. Somar um angulo de 609, a partir de um angulo de 90° dado.

i
_|B
/ “\
y \
A D
]
CONSTRUCAO

Com centro no ponto A, tracar um arco que intercepte a reta r em B.
Com centro em B e raio AB interceptar o arco de raio AB em C. Tragar
um segmento de reta a partir de A em direcdao ao ponto C. O ZCAD é
igual a 150°.

c.Dado um segmento AB qualquer, transportar a medida AB para reta r.

A B
c 0 r
CONSTRU(;AO

Com centro em um ponto C qualquer, pertencente a reta r, tracar um
arco de raio AB que intercepte a reta r determinando o ponto D.




Construcoes fundamentais

3.2 Construcao de angulos

Angulo de 60°

JUSTIFICATIVA

A soma dos dngulos intemos de um
tridngulo €& igual a 180" Por
construgcdo, o tndngulo ABC é
equilatero, portanto, os seus angulos
internos sdo iguais a 60°.

CONSTRUCAO

Tracar uma reta qualquer. Sobre a reta marcar um ponto A. Fazer um
arco com centro em A, de raio arbitrario, encontrando assim o ponto
B sobre a reta. Com centro em B e raio AB tracgar outro arco obtendo
assim C. Tracar uma reta contendo A e C.

Bissetriz

Dado um angulo formado pelo encontro de duas retas concorrentes, define-se
como bissetriz a reta que passa pelo vértice deste angulo cujos pontos sao equidis-
tantes das duas retas que determinam o angulo.

a. Dadasasretas ae b concorrentes no ponto O, tracar a bissetrizdo angulo
formado.

JUSTIFICATIVA

Por construcio,

OA =08

AC=BC

OC é comum aos AQAC e ADBC.
LSAQC = #BOC

Logo, OC é a bissetriz do £LAOB.

CONSTRUCAO

Tracar um arco com raio qualquer e centro em O, determinando os
pontos A e B. Tracar dois arcos de mesmo raio r, sendo r > 1/2AB, com
centros em A e em B determinando C. A bissetriz é a semirreta de ori-
gem O que contém C.




b. Dadas as retas a e b concorrentes, tracar a bissetriz do angulo sem usar
o Vvértice.

JUSTIFICATIVA

Os pontos Ce D,
determinados pela intersecéo
das bissetrizes dos angulos
formados pelas retas a, b e c,
sdo equidistantesde ae b
(também de ¢).

Logo, aretad que contem Ce

D é a bissetrizdas retas ae b.

CONSTRUGAO

Tracar uma reta ¢ que intercepte a reta a em A e a reta b em B. Tracar
as bissetrizes dos angulos com vértice em A e em B. A intercessao das
bissetrizes definira os pontos C e D. Tracar a reta definida por Ce D.

Angulo de 90°

A construcao basica para o tracado de duas retas perpendiculares, ou seja,
que determinam um angulo de 90° entre si, baseia-se na definicao de mediatriz.
Por definicao, a mediatriz de um segmento é a reta perpendicular ao segmento
no seu ponto médio, e tem como propriedade que todos os seus pontos, e so-
mente eles, equidistam das extremidades do segmento.

a. Dados os pontos A e B, pertencentes a uma reta a, construir uma reta p
perpendicular a reta a, passando pelo ponto médio do segmento AB. Desta for-
ma, a reta p sera a mediatriz de AB.

JUSTIFICATIVA

Por construcio,

AC=BC

AD=BD

Logo, C e D pertencem a mediatnz de
AB e a reta p definida por C e D sera
perpendicular a reta a.
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CONSTRUCAO

Tomando o ponto A como centro tragar um arco de raio r, tal que r >1/2 AB.
Com centro em B, tragar outro arco de mesmo raio, obtendo assim os
pontos C e D, determinados pela intersecao dos arcos. A mediatriz
sera, entao, a reta p que contém Ce D.

b. Dados uma reta a e um ponto P, construir uma reta b perpendicular a
reta a passando pelo ponto P. O ponto P pode pertencer ou nao a reta a.

JUSTIFICATIVA
Por construgdo,
PA = PB
\., ./ AC = BC
- — Logo P e C pertencem a mediatriz de
a

AB e, consequentemente, a reta b,
definida por P e C, sera perpendicular
areta a.

CONSTRUCAO

Tracar um arco com centro em P, cujo raio seja maior que a distancia
de P a reta a obtendo assim dois pontos A e B. Em seguida tracar a me-

diatriz do segmento AB, definida pelos pontos P e C. Note que a reta b
procurada é mediatriz do segmento AB.

c. Dada areta g, construir uma reta b perpendicular a reta a.

S
b JUSTIFICATIVA
. ZBAC = £CAD = 60°
(B — ZBAC + ZCADI2 = 90°
e L - ‘-\.\\C
e . // \




CONSTRUCAO

Marcar um ponto O qualquer sobre a reta a. Com centro em O e raio
OA tracar uma semicircunferéncia obtendo o ponto B. Com centro
em A e raio r qualquer, construir um arco determinando o ponto B.
Com mesmo raio r, determinar C tragando um arco com centro em B.
Determinar D tracando outro arco de mesmo raio r e centro em C. Por
fim, determinar a bissetriz do angulo CAD.

3.3 Paralelas

Por definicédo, duas retas sao paralelas quando todos os pontos pertencentes
a uma estao a mesma distancia da outra, sendo que a distancia entre um ponto
e uma reta é a menor distancia possivel entre eles. Portanto, esta distancia é de-
terminada pela perpendicular a reta que passa pelo ponto.

a. Dadosuma retaae um ponto A, tracar uma reta b paralela a g, utilizando
0 ponto A.

R JUSTIFICATIVA

Por construcdo, os AAOD
b e ABOC s&o iguais, logo
/ \ tém alturas iguais,
."’I \ \ \\ Da = Ca.
f \ Portanto, DC // AB.
B o A 2 Qu, ailb.

CONSTRUCAO

Marcar um ponto O qualquer sobre a reta a. Com centro em O e raio OA
tracar uma semicircunferéncia obtendo o ponto B. Com raio arbitrario
e centro em A, tracar um arco interceptando a semicircunferéncia e
determinando o ponto D. Com mesmo raio arbitrario e centro em B,
determinar o ponto C. Unindo os pontos C e D tem-se a reta b, paralela
aretaa.

b. Dada uma reta g, tracar as paralelas b a uma distancia XY da reta a.

¥ ¥
. JUSTIFICATIVA
E|" ! b,
EM=XY
GE=HI
s GOM B O H a
by
F‘\ J
to
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CONSTRUCAO

Neste caso é necessario construir pelo menos uma reta perpendicular
a a e marcar sobre ela, a partir da sua intersecao com a, a distancia
dada, XY. Para concluir a resolucao, pode ser utilizada a solucao apre-
sentada no item anterior ou ser construida outra perpendicular mar-
cando a distancia dada sobre ela.

3.4 Simetria

A simetria axial consiste na reflexao de um ponto em relacdo a uma reta que
é o eixo de simetria. Dois pontos simétricos a um eixo de simetria apresentam
duas propriedades: a reta determinada por eles é perpendicular ao eixo de sime-
tria e eles sdo equidistantes do eixo.

JUSTIFICATIVA

Ald'la

AM =AM

A’ é simétrico ao ponto A em
relacdo a reta a.

CONSTRUCAO

Dados uma reta a e um ponto A arbitrario, nao pertencente a a, marcar
um ponto B qualquer sobre a reta a. Com centro em B e raio AB tragar
um arco obtendo assim o ponto C. Com centro em C e raio AC, obter o
ponto simétrico A’ na intersecao entre os arcos.

A simetria central consiste na reflexao de um ponto em relacdo a outro que
é o centro de simetria. Dois pontos simétricos a um terceiro apresentam duas
propriedades: os dois pontos simétricos e o centro de simetria sao colineares, e
0s pontos simétricos sao equidistantes do centro de simetria.

, JUSTIFICATIVA

Ilﬂ o | as

{ IA AQA = colineares
\ ! AO=A0

A’ é simétrico ao ponto A em relagdo ao ponto O.




3.5 Poligonos

Poligono é a figura plana, fechada, formada por segmentos de reta consecu-
tivos e ndo colineares, mais a sua area interna.

e O angulo interno de um poligono é o angulo dentro do poligono for-
mado por dois lados consecutivos.

e Oangulo externo de um poligono é o angulo fora do poligono formado
entre um lado e o prolongamento do lado consecutivo.

o & Angulo interno
[ & angulo externo

Poligono convexo é aquele em Poligono concavo é aquele em
que todos os angulos internos que pelo menos um dos angulos
sao menores que 180°. internos € maior que 180°.

Poligono regular é aquele em que todos os lados e todos os angulos sao

iguais, sendo ele equilatero e equiangulo. nin —3)
2

4(4-3) = 2
2

N° de diagonais = @ =
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O numero de diagonais de um poligono convexo de n lados é igual a.
A soma dos angulos internos de um poligono de n lados é igual a 180 (n - 2).

A B
90° 500 ]

Soma dos angulos internos =

=2 =1 4-27=
a0e a0e 180° (n-2) = 1807 (4-2) = 360

3.6 Triangulos

Dentre os poligonos, o estudo dos triangulos destaca-se e é de fundamental
importancia para o Desenho Geométrico por apresentar uma série de proprie-
dades especificas.

O triangulo é o poligono que apresenta o menor numero de lados e é resul-
tado da interligacao de trés segmentos de reta consecutivos e nao colineares.
Para que trés segmentos de reta, AB, BC e AC, formem um triangulo, é necessario
que:

= AB+BC>AC

= AB-BC<AC

A forma e o tamanho de um triangulo ficam determinados quando se conhe-
cem os tamanhos de pelo menos trés elementos do triangulo (lados, angulos,
medianas, alturas, razao entre dois lados etc.), sendo que um desses elementos
conhecidos deve ser um comprimento.

a. Dados os segmentos AB=5cm, AC=4 cm e BC= 3 cm, tracar um triangulo
retangulo, considerando o angulo reto com vértice em C.




CONSTRUCAO

Tracar uma reta r e uma reta p perpendicular a r, no ponto C. Com cen-
tro em C, e raio de medida igual ao segmento BC, definir o ponto B na
reta r. Com centro em C e raio de medida igual ao segmento AC, definir
o ponto A sobre a reta p. Tracar o triangulo ABC.

Nos itens seguintes, serdo apresentados elementos como pontos, linhas e
circulos associados as propriedades dos triangulos.

Bissetrizes de um triangulo

As bissetrizes de um tridangulo correspondem aos segmentos de reta que
tém origem em cada vértice dos angulos do triangulo, dividindo esses angulos
em dois angulos congruentes. Portanto, em um triangulo ha trés bissetrizes in-
ternas, sendo que o ponto de intersecdo por elas determinado é chamado de
incentro (/).

A circunferéncia que tem o incentro como centro e é tangente aos trés lados
do triangulo é denominada circunferéncia inscrita no triangulo.

CONSTRUCAO

Para determinar o incentro é necessario tracar as bissetrizes dos trés
vértices do triangulo. O encontro das bissetrizes sera o incentro I. Para
encontrar os pontos de tangéncia, T, T, e T_da circunferéncia inscrita
com os lados do triangulo, é preciso tracar uma perpendicular a cada
lado do triangulo, que passe pelo incentro. Os pontos de intersecdo
entre cada perpendicular e o respectivo lado do triangulo serdao os
pontos de tangéncia da circunferéncia inscrita no triangulo.
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Alturas de um triangulo

Altura é um segmento de reta perpendicular a um lado do triangulo ou ao
seu prolongamento, que contenha o vértice oposto ao lado referido. Esse lado é
chamado base da altura. O ponto de intersecao das trés alturas de um triangulo
é denominado ortocentro (H).

CONSTRUCAO

Para determinar o ortocentro é necessario tracar as alturas referentes
a cada um dos vértices do triangulo. Para encontrar a altura referente
ao vértice C, por exemplo, deve-se tracar um arco com centro em C e
raio maior que a distancia de C até AB, determinando os pontos D e E.
Entao, tracar a mediatriz de DE definindo o ponto H_. O segmento de
reta CH_é a altura relativa ao vértice C. Repetir a operagao consideran-
do os outros vértices e determinando as outras alturas do triangulo.

Medianas de um triangulo

Mediana é o segmento de reta que une cada vértice do triangulo ao ponto
médio do lado oposto. A mediana relativa a hipotenusa em um tridangulo retan-
gulo mede metade da hipotenusa.

O ponto de intersecdo das trés medianas é o baricentro ou centro de gravi-
dade do triangulo (G). O baricentro divide a mediana em dois segmentos pro-
porcionais: o segmento que une o vértice ao baricentro mede o dobro do seg-
mento que une o baricentro ao lado oposto deste vértice. Assim, o baricentro
divide a mediana na proporc¢ao 2:1, ou seja, sendo A o vértice: AG/GM ,=2/1.




CONSTRUCAO

Para determinar o baricentro é necessario tracar as medianas do trian-
gulo. Para isso, deve-se definir os pontos médios M, M, e M_de cada
lado do triangulo e unir os vértices do triangulo aos pontos médios
dos seus respectivos lados opostos. O ponto de intersecdo das media-
nas é o baricentro do triangulo.

Mediatrizes de um triangulo

A intersecao das mediatrizes relativas aos trés lados do triangulo determina
o circuncentro (0). Como o ponto O é equidistante dos trés vértices do triangu-
lo, ele é o centro da circunferéncia circunscrita ao triangulo.

CONSTRUCAO

Para determinar o circuncentro é necessario tracar as mediatrizes de
cada lado do triangulo. A intersecdo das mediatrizes define o circun-
centro O. Com o compasso com centro em O e raio até um dos vértices
do triangulo tracar a circunferéncia circunscrita a ele.
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3.7 Circunferéncias

A circunferéncia é a linha curva, plana, fechada, definida pelos pontos equi-
distantes de um ponto fixo chamado de centro (O).

O circulo é a parte do plano interna a circunferéncia e por ela delimitada.

O Quadro 1 apresenta as posicoes relativas entre uma circunferéncia e uma
reta; e o Quadro 2 apresenta as posi¢oes relativas entre duas circunferéncias.

Quadro 1 Posicdes relativas entre uma circunferéncia e uma reta

Posicoes relativas entre uma circunferéncia e uma reta

EXTERIORES
Or>OR

Uma circunferéncia e uma reta sao
exteriores quando ndo tém nenhum
ponto em comum.

TANGENTES
Or=0R

Uma reta e uma circunferéncia sao
tangentes quando possuem um Unico

ponto em comum (ponto de tangénciaT).
Ao ligarmos o centro da circunferéncia ao
ponto de tangéncia, temos o segmento

OT igual ao raio da circunferéncia e
perpendicular a reta tangente r.

SECANTES
Or<OR

Uma reta e uma circunferéncia sao
secantes quando possuem dois pontos
em comum.




Quadro 2 Posicdes relativas entre duas circunferéncias

Posicoes relativas entre duas circunferéncias

EXTERIORES
0102>R1 +R2

Duas circunferéncias sao exteriores
quando nao possuem pontos em
comum.

TANGENTES INTERNAS

0,0,=0R, -OpR,

1l
X
N

Duas circunferéncias sao tangentes Ry
internas quando possuem apenas um

ponto em comum, que é um ponto

de tangéncia, e a distancia entre os

centros das circunferéncias é igual a

diferenca entre raios.

TANGENTES EXTERNAS
0,0,=0R +OR,

Duas circunferéncias sao tangentes
externas quando possuem apenas um
ponto em comum, que € um ponto
de tangéncia, e a distancia entre os
centros das circunferéncias é igual a
soma dos raios.

SECANTES
0,0,<OR +OR,

Duas circunferéncias sao secantes
quando possuem dois pontos em
comum.

N di ¢
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INTERNAS EXCENTRICAS

0,0,<OR, -OR,

R
Duas circunferéncias internas excéntricas 2
nao se interceptam em nenhum ponto,
possuem centros distintos e a distancia
entre seus centros € menor que a
diferenca entre seus respectivos raios.

INTERNAS CONCENTRICAS

0=0ze OR1= O:R>

Duas circunferéncias internas
concéntricas nao se interceptam em
nenhum ponto, sendo que seus centros
sdao coincidentes e os raios distintos.

Y
N

COINCIDENTES

Oi=0:e O4R; = O:R, R1ER2

Duas circunferéncias sdo coincidentes
quando possuem 0 mesmo raio e os
centros sao coincidentes.

Angulos inscritos em uma circunferéncia

Um angulo B esta inscrito em uma circunferéncia quando tem o vértice na
circunferéncia e os lados sdo ambos secantes ou um secante e o outro tangente
aela.

O angulo a é denominado de angulo central correspondente ao angulo
inscrito, sendo a = 2.

Nos itens abaixo estdo representadas quatro diferentes situacdes possiveis
para a aplicacdo da propriedade a = 2f3.




I.  Umdos lados do angulo inscrito contém o centro da circunferéncia

JUSTIFICATIVA

O AQAB ¢ isosceles, pois AO = OB = raio.
Logo, ZABO = ZBAOQ.

ZAQOC € externo ao AQAB.

Entéo, L/AOC = Z/ABO + /BAO

Ou a= 24

Il. O centro da circunferéncia é interno ao angulo inscrito

JUSTIFICATIVA

Tracando uma reta pelo centro da circunferéncia e pelo
vértice do dngulo inscrito, obtemos obtemos dois
triangulos na condigcdo do primeiro item, onde:

LA0D =22ABD e £DOC =220DBC

Logo,
ZAOC = ZA0D + £DOC =2({ZABD + £DBC) = 2/ABC

lll. O centro da circunferéncia é externo ao angulo inscrito

JUSTIFICATIVA

Tracando uma reta pelo centro da crcunferéncia e
pelo  vértice do 3ngulo inscrito, obtemos dois
tridngulos na condicdo do primeiro item, onde:

LAOD =2-ABD

000 =22CB0D

Logo,
LAOC = #AQD - £COD =2(£ABD - ~CBD) = 22ABC

IV.  Umlado do angulo inscrito é tangente a circunferéncia

JUSTIFICATIVA

OM é a altura do tridngulo relativa ao lado BC.
Logo, os dangulos £ABC e <£BOM sdo
complementares do £OBM.

ZABGC + #0BM = 90°

ZBOM + #0BM = 90°

Portanto, #ABC = #BOM

0 ABOC é isosceles, entdo,

ZBOM = £BOCI2.

Logo, LEOC =2 £ABC.
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Nos itens seguintes, estdo representadas trés outras propriedades comuns
de figuras geométricas inscritas em circunferéncias.

I Os angulos inscritos em uma circunferéncia que interceptam o mesmo
arco ou arcos iguais sao iguais.

&-...
.-’/ I.I‘EI, \\\\\ \\\
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Il.  Os angulos opostos de um quadrildtero inscrito em uma circunferéncia
sao suplementares.

lll.  Todo angulo inscrito em uma semicircunferéncia é reto.




Tangéncia

Uma circunferéncia é tangente a uma reta ou a outra circunferéncia, quando
existe somente um ponto comum aos dois entes geométricos envolvidos.

Em Desenho Geométrico, chama-se de caso de tangéncia todo problema de
construgcao de uma ou mais circunferéncias satisfazendo a condicdo de tangen-
ciar retas e/ou circunferéncias dadas.

E importante ressaltar que, na resolucéo dos problemas de tangéncia, de-
vem ser determinados todos os pontos de tangéncia, mesmo que nao sejam
necessarios todos eles para a determinagao das circunferéncias procuradas.

4.1 Circunferéncias tangentes

Quando duas circunferéncias sdao tangentes, os seus centros e o ponto de
tangéncia T entre elas sao sempre colineares.

I |

4.2 Reta tangente a uma circunferéncia

A cada reta tangente a uma circunferéncia corresponde um raio que lhe é
perpendicular. Desta forma, para construir uma reta tangente a uma circunferén-
Cia é necessario que o ponto de tangéncia e o centro da circunferéncia estejam
sobre uma mesma que deve ser reta perpendicular a reta tangente.




Tangéncia

CONSTRUCAO

Dados uma circunferéncia de centro O e um ponto T pertencente a
circunferéncia. Para construir uma reta tangente a essa circunferéncia
passando pelo ponto T, basta tracar o raio OT e em seguida construir
uma perpendicular a OT passando por T.

4.3 Retas tangentes a duas circunferéncias

As retas tangentes a duas circunferéncias podem ser tangentes internas ou
externas.

Tangentes externas

JUSTIFICATIVA

Os adngulos =CEC e ~CFC sdo
iguais & 90° pois estdo inscrtos na
semicircunferéncia de centro M e
raio MC.

Sendo FC' & T.T; e EC ¥ T4Ty,
logo os angulos =CTTy' e LCTTS
também sdo iguais a 90°.

Mote que FC' = T2T2" e que

EC = T‘.\'Tf‘_

CONSTRUCAO

Com centro em C, tragar uma circunferéncia cujo raio é a diferenca (r-r).
Tracar segmento CC’ e definir M como seu ponto médio. Com centro
do compasso em M e raio MC, definir os pontos E e F na intersecdo com
a circunferéncia de raio (r - r'). Tragar uma reta contendo os pontos Ce
E e outra reta contendo os pontos C e F até a intersecao com a circun-
feréncia de raio r, definindo os pontos T, e T,. Com centro em M e raio
MT, definir os pontos T,”e T,’. Unir os pontos T, e T, aos pontos T.'e T,
respectivamente.




Tangentes Internas

JUSTIFICATIVA

Os angulos «CEC e CFC' sio
iguais & 90° pois estdo inscritos na
semicircunferéncia de centro M e
raio MC.

Mote que CE 4 T4Ty e CF 4/ TaT3'

CONSTRUCAO

Com centro em C’, tragar uma circunferéncia cujo raio é a soma (r +r).
Tracar segmento CC’ e definir M como seu ponto médio. Com centro
em M e raio MC, definir os pontos E e F na intersecdo com a circunfe-
réncia de raio (r + r’). Tracar uma reta que passe pelos pontos C'e E, e
outra reta que passe pelos pontos C’e F, definindo na intersecao com a
circunferéncia de raio r, respectivamente os pontos T, e T,. Com centro
em M e raio MT, definir os pontos T,”e T,". Unir os pontos T, e T, aos
pontos T,"e T, respectivamente.
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Concordancia

Diz-se que duas linhas, dois arcos, ou um arco e uma semi-reta, sdo concor-
dantes, quando sdo tangentes e ha suavidade na continuidade de um ente geo-
métrico para outro.

5.1 Principios fundamentais de concordancia

Para concordar um arco e uma reta, é necessario que o ponto de concor-
dancia e o centro do arco estejam ambos sobre uma mesma perpendicular a reta
concordante. Nota-se que a reta concordante ao arco é tangente a circunferéncia
relativa a ele no ponto de concordancia. Sendo assim, o ponto de concordancia
coincide com o ponto de tangéncia.

Para concordar dois arcos, o ponto de concordancia e os centros dos arcos
devem ser colineares.

5.2 Aplicacoes dos principios de concordancia

Os principios de concordancia sao utilizados para tracados de calcadas, ruas
e rodovias; é preciso haver concordancia em vias que sao perpendiculares ou




obliquas entre si, de tal modo que a curva atenda as limitacdes dos raios de giro
dos veiculos e para que haja suavidade na conversao do motorista.

Projetos arquitetonicos e paisagisticos muitas vezes valem-se de tracados
organicos e curvos. A correta execucao de tais tracados depende da definicdo
exata de parametros do Desenho Geométrico.

a. Concordar a reta dada r com a reta dada s no ponto A por meio de um arco.

CONSTRUCAO

Por A tracar a perpendicular a r. Prolongar s até encontrar r determi-
nando o ponto B na intersecao. Com centro em B e raio BA obter C,
ponto de concordancia em s. A bissetrizdo angulo ABC encontra a per-
pendicular tracada em O, centro do arco procurado.

b. Concordar dois arcos dados, de centros O e O; e raios R e R’, por meio de
outro arco de raio r.

-C

CONSTRUCAO

Com centro em O e raio (R + r) e centro em O’ e raio (R’ + r), obtemos
o centro C do arco concordante procurado. Unir C a O e O’, obter os
pontos de concordancia A e B. Tragar o arco com centro em C e raio CA.
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Métodos de estudo dos
problemas de Desenho
Geomeétrico

O estudo dos métodos tem como objetivo determinar o caminho légico, por
meio de um processo dedutivo-analitico, que permite a resolucao de problemas
desconhecidos de Desenho Geométrico. Os varios métodos apresentados po-
dem ser utilizados isoladamente, entretanto, na pratica, utilizamos uma combi-
nacao de varios métodos.

6.1 Método algébrico

Deve ser utilizado nos casos em que a resolucao somente pode ser deduzida
algebricamente, como em alguns problemas de equivaléncia.

6.2 Método pratico

O método pratico consiste em supor o problema resolvido fazendo um ras-
cunho, no qual todos os dados sao indicados e também uma resposta qualquer,
nao particular, do problema. A seguir, identificam-se os pontos notaveis do pro-
blema e estuda-se como chegar até ele. Este método é normalmente utilizado
em combinacdao com outro método.

6.3 Método da reducao a problemas conhecidos

Este método consiste em dividir o problema em partes, cujas solugcdes sejam
conhecidas.

a. Construir um triangulo ABC, sendo dados AB, ACe h..




6.4 Método da analogia

A resolucdo é feita pela comparacdao com um problema analogo.

a. Para construir um retangulo procede-se de forma andloga a utilizada para
construir um quadrado.

6.5 Método dos lugares geométricos

Ao resolver um problema de Desenho Geométrico, procura-se por uma de-
terminada figura que atenda a todas as condi¢des impostas. A figura procurada
pode ser um ponto, uma linha (reta ou curva), ou ainda, um conjunto de linhas.

Como as linhas e os conjuntos de linhas sdo formados por pontos que de-
vem atender a determinadas condicdes, o problema pode ser, entdo, reduzido
a pesquisa dos pontos que atendem a estas condicdes. Deste modo, quando o
problema é reduzido a determinacdo de um ponto, o enunciado pode ser rees-
crito como sendo:

Obter um ponto, tal que:
I) o pontotem a propriedade 1, e
Il) o ponto tem a propriedade 2.

a. Construir um AABC, dados AB, AC e BC.

Obs.: Fixando AB, determinar um ponto C, tal que:
I) CdistaACdeA, e

Il) CdistaBCdeB.

A resposta ao problema serd “um” ponto que atende simultaneamente as
duas propriedades.




Métodos de estudo dos problemas de Desenho Geométrico

Tomando as propriedades isoladamente, por exemplo, a propriedade “C dis-
ta AC de A’, verificamos que os pontos que tém esta propriedade em comum
formam uma circunferéncia.

Ao conjunto de pontos que tem uma propriedade comum damos o
nome de LUGAR GEOMETRICO (LG), cuja definicdo é o conjunto de pontos
que possui pelo menos uma propriedade comum e exclusiva.

Desta forma, no exemplo do AABC, a resposta pode ser obtida pela interse-
¢ao de dois LGs, que sao os pontos que tém as duas propriedades em comum.




Os principais lugares
geometricos

7.1 Tiposde LG

Os lugares geométricos podem ser divididos em trés tipos:

a) Um ponto,

b) Uma linha, reta ou arco de circunferéncia,

¢) Uma figura. Exemplo I. Pontos que distam menos do que 2 cm de O.
Exemplo II. Pontos que distam mais do que 2 cm de O.

‘ v

Exemplo1.OX <2 cm Exemplo Il.OX <2 cm

7.2 LG 1 - Circunferéncia

O LG dos pontos que estdo a uma distancia a de um ponto P é a circunferén-
cia de centro Peraioa.

Caso notavel 1. O LG dos pontos P tais que as tangentes a uma circunferén-
cia conhecida, por eles conduzida, tém comprimento m constante conhecido, é
uma circunferéncia.
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CONSTRUCAO

Tracar uma reta t tangente a circunferéncia. Com centro em T e raio
igual a m, tracar um arco obtendo assim D. Com raio OD e centro em O,
tracar a circunferéncia procurada.

Caso notavel 2. O LG dos pontos P que veem uma circunferéncia sob um
angulo B é uma circunferéncia.

N

CONSTRUCAO

Tragar uma reta s passando por O,, centro da circunferéncia. Na inter-
secao da reta s com a circunferéncia determinar o ponto T,. Tracar, a
partir de s, um angulo B com centro em O, que seja igual a 8 = [360° -
a - (2 x 90°)]. Na intersecdo da circunferéncia com a reta que define o
angulo B, marcar T,. Tragar uma reta t, tangente a circunferéncia, que
passe por T,. Na intersecao das retas r e t definir o ponto B. Com o com-
passo em O, e abertura OB, tracar a circunferéncia O,




7.3 LG 2 - Retas paralelas

O LG dos pontos P que estao a uma distancia a de uma reta r é o par de retas
r’e r” paralelas a r com distancia igual a a.

t t
r P, S,
a
r A B
a
P, S,
=
CONSTRUCAO

Dada a reta r, tracar duas retas perpendiculares a r. Nomear as perpen-
diculares de t e t'. A partir do ponto de intersecao de cada perpendi-
cular com a reta r, marcar com compasso, sobre cada perpendicular a
distancia a, abaixo e acima de r. Nomear os pontos definidos acima de
rdeP,naretateS, naretat. Nomear os pontos definidos abaixo de r
de P,naretate S, naretat.Tracar uma reta unindo os pontos P, e S , e
outra reta unindo os pontose P,e S,

7.4 LG 3 - Reta mediatriz

O LG dos pontos P equidistantes de dois pontos A e B é a reta mediatriz do
segmento, cujas extremidades sao esses dois pontos.

A
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CONSTRUCAO

Tracar a mediatriz do segmento AB.

7.5 LG 4 - Reta bissetriz

O LG dos pontos P equidistantes de duas retas a e b concorrentes conhecidas
é o par de retas c e d que sdo bissetrizes dos angulos formados.

CONSTRUCAO

Definir o ponto C a partir da intersecao das retas a e b. Com centro em
C e raio qualquer, tracar uma circunferéncia. Definir os pontos A, Be D
e tracar a retas bissetrizes dos angulos ACB e BCD.

Caso notavel. O LG dos pontos equidistantes de duas retas paralelas t, e t,
conhecidas é uma terceira reta s paralela e equidistante de t, e t,.

7.6 LG 5 - Arco capaz

Diz-se que um ponto P vé um segmento AB sob um angulo q, quando P é o
vértice de um angulo igual a a cujos lados contém A e B.




PmA

Assim, o LG dos pontos P que veem um segmento, de extremidades A e B

conhecidas, sob um angulo a de tamanho conhecido é o par de arcos capazes
do angulo, construidos sobre o segmento.

Algumas propriedades do arco capaz:

O centro do arco capaz pertence a reta mediatriz do segmento AB.
Se um dos lados do angulo inscrito é tangente a circunferéncia, o centro

ponto de tangéncia.

do arco capaz pertence a reta perpendicular ao lado tangente que passa pelo

Os dois arcos capazes sao simétricos em relacdo ao segmento AB.




Os principais lugares geométricos

CONSTRUCAO

Tracar o segmento de reta AB. Pelo ponto B tracar uma reta a que for-
me com o segmento AB o angulo determinado. Tracar uma reta b per-
pendicular a reta a, que passe ponto B. Determinar o ponto médio M
do segmento AB. Tracar uma reta perpendicular ao segmento AB, que
passe pelo ponto M. Definir o ponto O na intersecao entre aretab e a
reta mediatriz de AB no plano superior ao segmento AB. Definir o pon-
to O’ simétrico ao ponto O em relagdo ao ponto M.

Para angulos menores que 90°, com o compasso centrado no ponto
O e abertura OA, tracar o arco de circunferéncia no plano acima do
segmento AB e com o compasso centrado no ponto O’ e abertura O’A,
tracar o arco de circunferéncia no plano abaixo do segmento AB.

Para angulos maiores que 90°, com o compasso centrado no ponto
O e abertura OA, tracar o arco de circunferéncia no plano abaixo do
segmento AB e, com o compasso centrado no ponto O’ e abertura OA,
tracar o arco de circunferéncia no plano acima do segmento AB.

Caso notavel. O LG dos pontos que veem um segmento de extremidades
conhecidas, sob um angulo reto, é a circunferéncia que tem esse segmento para
diametro.
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Segmentos proporcionais

A construcao de segmentos proporcionais baseia-se nas figuras semelhantes,
ou seja, aquelas que tém a mesma forma, mas ndo obrigatoriamente o mesmo
tamanho. Assim, podemos afirmar que dois poligonos sdo semelhantes quando

0s seus angulos sao ordenadamente iguais e os lados homologos tém a mesma
razao.

Al

ABC=2 = AB'C

B C B c'

8.1 Divisao de segmentos

A divisdo de um segmento em partes proporcionais a nUmeros ou a segmen-
tos dados pode ser feita por dois processos.

1° Processo: Dividir um segmento AB na propor¢do 2:3:1, pelo processo das
retas paralelas.




Segmentos proporcionais

CONSTRUCAO

Tracar uma reta com angulo qualquer, no plano superior do segmento
AB, que passe por A. Transferir o angulo formado para o ponto B no
plano inferior de AB. Com o centro do compasso em A, raio qualquer,
tragar 6 arcos (6 = 2 + 3 + 1) sequenciais. Mantendo o mesmo raio do
compasso, a partir de B, reproduzir a medida por 6 vezes, sendo que
a sequéncia da contagem a partir do ponto B serd de 1 + 3 + 2. Tracar
retas unindo os pontos correspondentes as proporcdes 2,3 e 1.

2° Processo: Dividir um segmento AB na proporcao 2:3:1, pelo processo do
centro de homotetia.

CONSTRUCAO

Tracar uma reta qualquer paralela ao segmento AB. Definir uma di-
mensdo no compasso e reproduzi-la no segmento paralelo a AB de
forma consecutiva na propor¢do 2:3:1. Tracar uma reta por A e pelo
ponto mais a esquerda definido sobre a reta paralela. Tracar uma reta
por B e pelo ponto mais a direita definido sobre a reta paralela. Definir
0 ponto H_ na intersecao entre as utimas retas tragadas. Unir o ponto
H, aos pontos que definem a proporgao 2:3:1 na reta paralela até in-
terceptar o segmento AB. Desta forma, os segmentos AC, CD e DB divi-
dem o segmento AB em partes proporcionais a 2:3:1, respectivamente.

8.2 Divisao harmonica

E a divisdo de um segmento interna e externamente na razao k = m/n, sendo
m e n numeros ou segmentos.

Exemplo: Dados o segmento ABe k = 3/1.
Divisdo interna:




S/ JUSTIFICATIVA
./
%f\ AB=m+n
T AB=3+1=4
F
A0 B
C £ m AC 3
I K=_=—I=—
3 - n BC 1
\J’
e
o AAC3 ~ ABCT
S
_,l'-r
I
¥
CONSTRUQAO

Sendo AB = m + n, fazer a divisdo do segmento AB em quatro partes
iguais e consecutivas (4 = 3 + 1 partes), pelo método das retas para-
lelas. Na intersecao da terceira parte com o segmento AB, marcar o
ponto C.

Divisao externa:

JUSTIFICATIVA

AB=m-n
AB=3-1=2

AACE3 ~ ABCgS

CONSTRUCAO

Sendo AB = m-n, pelo método das retas paralelas, tragar uma reta obli-
qua por A.Transportar o angulo de vértice A definido com o segmento
AB para o ponto B com sentido inverso. A partir de A determinar trés
segmentos iguais e consecutivos sobre a reta obliqua. Com mesmo
raio, marcar sobre a outra reta obliqua, a partir de B, um segmento a
direita de B e dois segmentos consecutivos a esquerda de B. Unindo
0s pontos correspondentes para a divisao do segmento, determinar o
ponto C, na intersecao do prolongamento de AB.




Segmentos proporcionais

Construgdo simultanea:

-
.
- - P
— ,/
~ yd
= i -~
NG N -
D) Tl
I . S
_:,-'M \ II . _FE"' — _
S
!
Y
2N
__,f’-’/ -
CONSTRUGAO

Pelo método das retas paralelas, fazer a divisao interna para definir C,
e a divisao externa para definir C..

8.3 Quarta proporcional

Chama-se Quarta Proporcional de trés segmentos, ao produto de dois deles

dividido pelo terceiro. Logo, dados trés segmentos a, b e ¢, existem trés quartas
proporcionais, x, y e z.

8.3.1 Quarta proporcional x

Resolucdo gréfica (Teorema de Tales):

Resolugédo algébrica:

a*h a x
= = —= —
[« c b

JUSTIFICATIVA

AABD ~ AACE

CONSTRUCAO

Tragar uma reta s, e uma reta r concorrente a s que faca um angulo
qualquer com s. A partir de A, marcar o segmento a na reta r e os seg-

mentos ¢ e b, respectivamente, na reta s. Tracar reta BD, e em seguida
tracar CE paralela a BD para definir o segmento x.




8.3.2 Quarta proporcional y

Resolugao gréfica (Teorema de Tales):

Resolugéo algébrica:
_a ‘c_ a _Yy
"5 Thc

JUSTIFICATIVA

AABD ~ AACE

CONSTRUCAO

Tragcar uma reta r, e uma reta s concorrente a r que faca um angulo
qualquer com r. A partir de A, marcar o segmento a na reta s e os seg-
mentos b e ¢, respectivamente na reta r. Tragar BD, e em seguida tragar

CE paralela a BD para definir y.

8.3.3 Quarta proporcional z

Resolugao gréfica (Teorema de Tales):

Resolugdo algébrica:
b*c b =z
7=

d d C

JUSTIFICATIVA

AABD ~ AACE

CONSTRUCAO

Tracar uma reta r, e uma reta s concorrente a r que faca um angulo
qualquer com r. A partir de A, determinar o segmento b na reta s e os
segmentos a e ¢, respectivamente, na reta r. Tracar BD, e em seguida

tracar CE paralela a BD para definir z.




Segmentos proporcionais

Obs. Em Desenho Geométrico, sé faz sentido a resolucdo grafica, quando sdo
dados trés segmentos. Quando sao dados trés numeros, é mais simples a reso-
lucao algébrica.

8.4 Terceira proporcional

Chama-se Terceira Proporcional de dois segmentos a um terceiro segmento
igual ao quadrado de um dividido pelo outro. Logo, dados os dois segmentos a
e b, existem duas terceiras proporcionais, x e y.

ay—

b4

8.4.1 Terceira proporcional x

Resolucao gréfica (Teorema de Tales):

Resolugéo algébrica:

JUSTIFICATIVA

AABD ~ A ACE

CONSTRUCAO

Tracar uma reta r, e uma reta s concorrente a r que faca um angulo
qualquer com r. A partir de A, marcar o segmento a na reta s e os seg-
mentos b e g, respectivamente na reta r. Tracar BD, e em seguida tracar
CE paralela a BD, para definir x.




8.4.2 Terceira proporcional y

Resolucdo gréfica (Teorema de Tales):

Resolugéo algebrica:

JUSTIFICATIVA

AABD~AACE

CONSTRUCAO

Tragar uma reta r, e uma reta s concorrente a r que faca um angulo
qualquer com r. A partir de A, marcar o segmento b na reta s e os seg-

mentos a e b, respectivamente na reta r. Tracar BD, em seguida tragar
CE paralela a BD, para definir y.

8.5 Média geométrica

A média geométrica ou média proporcional de dois segmentos é o segmen-
to cuja medida é igual a raiz quadrada do produto dos dois segmentos dados.

Resolucao algébrica:

x=Ja*h=x*za*b=x*x=a*h=

o | g
= | o

Dados os segmentos a e b, a resolucdo grafica pode ser feita por um dos dois
processos.




Segmentos proporcionais

1° Processo:
Neste processo, o segmento b tem origem no fim do segmento a.

// JUSTIFICATIVA
) IV aE

. AM = MC
/ \ AAXC — ARetangulo
\ BXL AC
F \-.
/ kY Entdo AAXB ~ AXCB
[
I-f ! Logo XC_BC _BX
A B M c XA BX AB
Se AB=3a
BC=bh
BX=x

Entdo E:E:y{: 3% 0
*, ¥ b

CONSTRUCAO

Sobre uma reta, definir um ponto A e, a partir de A, tragar o segmento
a. A partir da extremidade do segmento g, tracar o segmento b. Definir
os pontos B e C ao fim dos segmentos a e b, respectivamente. Definir
M, o ponto médio de AC. Com centro em M e raio MA, tragar a semicir-
cunferéncia cujo AC é o diametro. Tragcar uma perpendicular a AC, que
passe por B. Definir o ponto X na intersecao da perpendicular com a
semicircunferéncia. Neste processo, o segmento BX é a média geomé-
trica dos segmentos a e b dados.

2° Processo:
Neste processo, os segmentos a e b tem origem no mesmo ponto. Ou seja,
ambos tem origem no ponto A.

JUSTIFICATIVA

- ?K‘(?Z“x AM = MB

AAXB — A Retangulo
cxLlaB

Entdo AABX ~ AACK

SB AX BX

f c M I|.B I_I::lgr:mm:E:ﬁ
Se AB=b
AC=a
AX=x




CONSTRUCAO

Sobre uma reta, definir um ponto A, tracar o segmento a e b ambos
a partir de A. Definir os pontos C e B ao fim dos segmentos a e b, res-
pectivamente. Definir M, o ponto médio do segmento AB e tracar uma
semicircunferéncia de centro em M e raio MA. Tracar uma perpendicu-
lar ao segmento AB, que passe pelo ponto C. Na intersecao da perpen-
dicular com a semicircunferéncia, definir o ponto X. Neste processo, o
segmento AX é a média geométrica dos segmentos a e b dados.

8.6 Poténcia de ponto

Dados uma circunferéncia, um ponto P e uma reta r que contém P e é secante
a circunferéncia, chama-se poténcia do ponto P ao produto PA x PB, constante

para qualquer reta r’.
PAx PB=PA"x PB’=PA"x PB" = ...=k

8.6.1 O ponto P é externo a circunferéncia

JUSTIFICATIVA

£ZPBA = ZPEB'A
£P é comum aos tridingulos FBA'
e PB'A
Entdo: #PAB = ZFPAB
Logo: APAB' ~ APA'B
P& PB

Entio: - — =_—
PA  PH

Ou: PAxPB =PA x PB’

JUSTIFICATIVA
ZPA'B = ZPAB
ZPBA = £PBA
ZAPB' = £ A'PB
Logo: APAB ~ APA'B

Entdo: PA_FB
P&  PB

Ou: PAxPB=PA xPB’
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8.6.3. O ponto P é externo a circunferéncia e a reta r’ é tangente a ela no
ponto T

Neste caso, temos que os pontos A, B'e T sdo coincidentes e PA'= PB' = PT,
entao:

PT PB
55 = 57 = PT = PAxPB
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Equivaléncia

Considerando que o nosso objetivo é a resolucao grafica de problemas de
Desenho Geométrico, podemos definir de maneira resumida que duas figuras
sao equivalentes quando possuem a mesma area. O simbolo para indicar que

duas figuras sdo equivalentes é <>

9.1 Construcgoes basicas

a. Dois triangulos que tém base e alturas iguais sao equivalentes.

r I‘| JUSTIFICATIVA
,‘l AC — base
/ h — altura
h /"
Area — Base x Altura
2
.
rifr
CONSTRUCAO

Considerando AC como base do AACB, tracar uma reta r’ paralela a
r com uma distancia h, de AC. Qualquer ponto pertencente a r’, no
exemplo ilustrado pelo ponto B, formam com a base AC um triangulo
de mesma area, ou seja, equivalente ao AACB.

b. Dois paralelogramos de base e alturas iguais sdo equivalentes.

D G C H r
A JUSTIFICATIVA
h Area = Base x Altura
rifr
1 A B E F r
AB=EF=DC=GH
CONSTRUCAO

Considerando AB como base e h como a altura do paralelogramo, tra-
car uma reta r’, paralela a r e a uma distancia h de r. Em r, definir o
segmento EF com mesma dimensao de AB, e em r’ definir o segmento
GH com mesma dimensao que CD.




Equivaléncia

c. Dois trapézios que tém as duas bases iguais e a altura igual sdo equivalen-
tes.

c_° E_F ¢ JUSTIFICATIVA
Area = w x Altura
" rifr
AB = GI
r CD=EF
A B G |

CONSTRUCAO

Considerando AB como base e h como a altura do trapézio, tracar uma
reta r’, paralela a r a uma distancia h de r. Em r, definir o segmento G/
com mesma dimensao de AB, e em r’ definir o segmento EF com mes-
ma dimensao que CD.

d. Um paralelogramo que tem a base igual a metade da base de um triangulo
e a altura igual a do triangulo, é equivalente a esse triangulo (idem o inverso).

JUSTIFICATIVA

. Base xAltura
Area, = 5

b Area,, ., =Base x Altura

Area, =

EF xh
2

A B E F Areap,; = AB x h

EF=2ABouAB=EF/2

Eg wh=ABxh—»ABxh=ABxh

CONSTRUCAO

Considerando AB como base e h como a altura do paralelogramo, tra-
¢ar uma reta r’, paralela a r a uma distancia h de r. Em r, definir o seg-
mento EF com o dobro da dimensao de AB, e em r’ definir o ponto G
colinear ao segmento CD.




e. Transformar um poligono qualquer de n lados em outro equivalente de
(n—-1) lados.

D
c JUSTIFICATIVA
ritr
E ABCD < ABCD
ABCDE > ACDE
A B c

CONSTRUCAO

Tracar uma reta r que passe pelos pontos B e D, de modo que o seg-
mento BD seja a base do ABDC. Tracar uma reta r’, paralela a r, que
passe pelo vértice C. Definir um ponto C’ pertencente a reta r’ que seja
colinear ao prolongamento do lado AB do poligono. Definir o poligono
equivalente de 4 lados AEDC!

f. Transformar um poligono qualquer de n lados em outro equivalente de
(n+ 1) lados.

r r
c S
JUSTIFICATIVA
B
rilr
ABCD < AB'CD
AABC < ADB'C
A D| B
CONSTRUQAO

Tracar uma reta r que passe pelo ponto C e intercepte o lado AB no
ponto D. Tracar uma reta r’ paralela a r que passe pelo ponto B. Definir
um ponto B’ pertencente a r’, nao coincidente com B nem com a in-
tersecao do prolongamento do lado AC sobre a reta r. Unir os pontos
ACBD.




Equivaléncia

9.2 Retangulo equivalente

A area de qualquer figura pode ser expressa pelo produto de dois segmentos
m e n, que sao os lados do retangulo equivalente.
Area,, < Areay

Areaz=mxn..Area,=mxn

Valores de m e n das principais figuras geométricas:

Retangulo: m e n sdo os lados do retangulo.

Quadrado: m e n sao os lados do quadradoe m=n.

Paralelogramo: m é uma das bases e n é a altura correspondente.
Trapézio: m é a base média e n é a altura.

Triangulo: m é a base e n a metade da altura correspondente.

Poligono qualquer: m é a base e n a metade da altura correspondente do

triangulo equivalente.

Quadratura de uma figura

A quadratura de uma figura ou quadrado equivalente é a construcdo de um
quadrado equivalente a uma figura dada. Chamando de x o lado do quadrado
procurado, cuja area sera x? e considerando que a area da figura dada pode ser
expressa por m x n, entao:

x? =m #n

X =+/m=*n

Ou seja, x é a média geométricade men.

Construcao do quadrado equivalente a um triangulo dado, ou seja, quadra-
tura do triangulo.

JUSTIFICATIVA

C
PC — alturado AABC

+|VI1 BD=M,P PM;=M,C=BD=n
AB=m

AM2 = MQD

A P M2 B D G BE = x — médiageométricademen
X=sm*n
F




CONSTRUCAO

Tracar uma reta perpendicular a AB, que passe por C. Definir o ponto
médio M, de CP. Com centro em B e raio M, P definir o ponto D. Definir
o ponto médio M, do segmento AD. Tracar uma semicircunferéncia de
centro M, e raio M A. Tracar uma perpendicular a AD, que passe pelo
ponto B. Na intersecao desta perpendicular com a semicircunferéncia,
definir o ponto E. O segmento BE é o lado do quadrado BEFG que pos-
sui a mesma area do AABC dado.

9.3 Aplicacoes

1° Teorema de Euclides: o quadrado que tem por lado um cateto de um
triangulo retangulo é equivalente ao retangulo que tem por lados consecutivos
a hipotenusa e a projecdo do cateto considerado, sobre a hipotenusa.

>

JUSTIFICATIVA

O quadrado ACED é equivalente ao
paralelogramo ACGF, uma vez que tem a
mesma base AC e a mesma altura, dada pela
distancia entre os segmentos paralelos AC e
DG.

ACED = ACGF

Os triangulos ABC e AFD s&o iguais, uma vez

que: AC=AD

£ZACB = ZADF = 90°

ZCAB = /DAF, pois ambos sao
complementares do ZFAC.

Logo, AF = AB.

O paralelogramo ACGF é equivalente ao
retdngulo AHIJ, uma vez que tém bases iguais,
AF = AB = AJ, e a mesma altura, dada pela
disténcia AH entre os segmentos paralelos FJ e
Gl.

ACGF = AHIJ

O segmento AH € a projecdo do cateto AC
sobre a hipotenusa AB.

ACED = ACGF = AHIJ

CONSTRUCAO

Dado o triangulo retangulo ACB, tracar um quadrado ADEC cujos lados
possuem a mesma medida de AC. Tragcar uma perpendicular a AB que
passe por A. Com centro em A e raio AB, definir o ponto J. Tracar uma
perpendicular a AB que passe pelo ponto C e definir o ponto H. Com
centro em H e raio AJ, definir o ponto /.
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Teorema de Pitagoras: em um triangulo retangulo, o quadrado que tem
por lado a hipotenusa é equivalente a soma dos quadrados que tem por lados
os catetos.

Fontes histéricas da geometria afirmam que Pitdgoras foi o primeiro grego a
demonstrar a propriedade geral dos triangulos retangulos, que ja era conhecida
dos babilonios e chineses havia séculos.

“Existem muitos e belissimos teoremas na Matemédtica, mas a aura de
surpresa, originalidade, estética e importancia que cerca o Teorema
de Pitadgoras fazem dele algo realmente incomparéavel em relacdo aos
demais: todos os caminhos da Rainha das Ciéncias conduzem a ele”
(GARBI, 2009)

Nao ha indicacdo exata quanto ao caminho grafico sequido por Pitagoras
para demonstracao do seu Teorema, mas estima-se que ele tenha utilizado um
diagrama chinés.

(o} b

a o

b
a
a

a b

[o}
b c

Possivel demonstracdo dada por Pitagoras (diagrama chinés).

Seja um triangulo retangulo de hipotenusa a e catetos b e ¢. Construir um
quadrado de lado (b + c). Nele, conforme o diagrama chinés, construir quatro
triangulos retangulos iguais ao triangulo dado. A area do quadrado maior é
(b + ¢)*. O quadrado menor é a’. As areas dos quatro tridngulos totalizam 2bc.
Logo, @* + 2bc = (b + )’ e, portanto, a* = b + .

Outro raciocinio que Pitagoras pode ter adotado para provar seu teorema é
a partir de um triangulo retangulo qualquer, onde a é hipotenusa, e b e ¢ sdo os
catetos. Se b = ¢, a constatacao é dbvia. Se os catetos sao diferentes, por exem-
plo, b > ¢, construir quatro triangulos retangulos iguais ao triangulo dado e um
quadrado cujo lado seja b - c. Essas cinco figuras podem ser dispostas, de modo
a formar um quadrado de lado a.

b-¢
g 1
2 b o
b-c 5 b-c
5 fp,  be
a a a a a
b b b b 5
b-¢ be be ) b
c
1 2 3 4 b 4
3
(o]

Outra prova do Teorema de Pitagoras.




Existem diferentes maneiras para demonstrar o Teorema de Pitdgoras. A de-
monstracdo pode ser feita, inclusive, pela aplicacdo do 1° Teorema de Euclides
aos dois catetos, conforme apresentado anteriormente. Abaixo serd apresentada
uma importante demonstracao do Teorema de Pitdgoras por Leonardo da Vinci

(1452-1519).
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Diagrama de Da Vinci para o Teorema de Pitagoras.

Dado o0 AABC, construir o quadrado da hipotenusa e os quadrados dos cate-
tos. Sobre o lado FD construir o ADEF, igual ao AABC, porém invertido. Unir J a
H. Os poligonos GCAI e IJHG sao iguais. Os poligonos BAFE e EDCB também sao
iguais entre si. Mas cada um deles é igual aos poligonos GCA/l e JHG. Logo:

Area de ACGHJI = Area de ABCDEF

Area de ACGHJI = quadrados dos catetos mais dois triangulos ABC

Area de ABCDEF = quadrado da hipotenusa mais dois triangulos ABC

Subtraindo os dois triangulos de cada lado da igualdade, o teorema esta pro-
vado.




Capitulo 1 0

Semelhanca e Homotetia

E funcdo da Geometria, definir os conceitos de semelhanca e de homotetia.
Na pratica do Desenho Geométrico nao basta compreender as defini¢des, é pre-
ciso também visualizar a aplicacdo destas em problemas graficos.

10.1 Semelhanca

Figuras semelhantes tém a mesma forma ou formato. Esta definicao vale tan-
to para figuras geométricas como para qualquer outra figura.
As figuras semelhantes apresentam duas propriedades:

12 Propriedade: os angulos homoélogos sao ordenadamente iguais.
22 Propriedade: os segmentos homologos sao proporcionais.

Tomando os dois triangulos semelhantes abaixo, como exemplo, essa pro-
porcionalidade pode ser expressa de dois modos.

a b
Cc c'
o . a b C =~
. 1° Modo: TTh e k Razéo de semelhanca
a c
. 2° Modo: %: % =1, Raz&o qualquer
a a
St
c ¢ 2
X X
P 1:n
y 'y

Nota: No 2° modo nao ha reticéncias (...), exceto quando existem mais do
que duas figuras semelhantes.

Abaixo estdo representadas trés importantes aplicacdes que se valem das
propriedades comuns de semelhanca:

e Teorema linear de Tales: Se um feixe de retas paralelas é atravessado
por um feixe de retas concorrentes, entao a razao entre dois segmentos quais-
quer de uma reta é igual a razdo entre os segmentos respectivamente corres-
pondentes noutra reta do mesmo feixe.



e Teorema de Tales no triangulo:

AB, _BC, _AC, _

=k
Asz Bzcz AZCZ
AB, _AB,
B.C, B,C,
OB, _OB, _,
AC, AL, °

Dado um triangulo ABC e um segmento MN paralelo ao lado BC e com extre-

midades nos lados AB e AC.

Se MM /f BC, entdo:

AM AN

MB NC

AM MB AB _
AN “NC AC

Caso Particular: se M é o ponto médio de AB, entdo N é o ponto médio de AC.

o Teorema das bissetrizes: A bissetrizde um dngulo interno de um trian-
gulo divide o lado oposto em partes proporcionais aos outros dois lados.

JUSTIFICATIVA

CD é a bissetriz do dngulo do vértice C.
Se CE = CB, 0 ACBE é isosceles.
Logo,

Z£CBE = £CEB
ZCBE + £CEB = £ACB
Como,

£ZDCB = £ZACD
£ZDCB +/£ACD = £LACB
Logo,

£DCB = ZCBE & DC Il BE

Entdo,
AC AD
—=—— como,CE=CB
CE DB

AC AD
Temos,

CB AB




Semelhanca e Homotetia

A bissetriz de um dngulo externo de um triangulo encontra a reta suporte do
lado oposto, e determina sobre esta um ponto cujas distancias aos extremos do
lado sao proporcionais aos outros dois lados.

JUSTIFICATIVA

GD & a bissetriz do dngulo externo
do vértice C.

Se CE = CB. 0 ACBE & isosceles.
Logo, <CBE = <CEB, e

<CBE + <GEB = <BCX

Como, <DCB = <DCX

E. <DCB + <DCX = =BCX

D Logo, <DGB = <CBE € DG Il BE

. AC _AD
Entdo, CE DB

Como, CE=CB

Temos. AC _AD
" CB DB

10.2 Homotetia

As figuras homotéticas sao figuras semelhantes e que, além disso, tém os
segmentos homologos paralelos. Desta forma, podemos dizer de forma abre-
viada que:

Homotetia = Semelhanc¢a + Paralelismo

As figuras homotéticas conservam as duas propriedades das figuras seme-
Ihantes e tém, ainda, mais duas propriedades.

12 Propriedade: os angulos homélogos sao ordenadamente iguais.

22 Propriedade: os segmentos homologos sao proporcionais.

32 Propriedade: as retas que ligam os pontos homologos incidem todos no
mesmo ponto H, ou H, conforme a homotetia seja direta ou inversa. H, e H, sdo
denominados de centro de homotetia direta ou inversa.

42 Propriedade: a razao entre os raios vetores* de pontos homoélogos é cons-
tante e igual a razao de semelhanca k, também chamada de razdo de homotetia.




AR _BC CDDA -k

AB BC CD DA

HA _HB _HC _HD_

HA HB HEC HD

=]
AR _BC _CoDr DA -k
AB BC Cch O

* Raio vetor é um segmento orientado, com uma extremidade no centro de
homotetia e a outra num ponto da figura; esse segmento é orientado do centro

da homotetia para o ponto da figura.

Convencgoes

Homotetia direta (H,) = k> 0 (positivo)
Homotetia inversa (H) = k < 0 (hegativo)

Valor absoluto de k. Multiplicar uma figura significa:
Amplia-la, quando k][> 1

Reduzi-la, quando | k| <1

Problema geral 1
Multiplicar o poligono ABCD dado pela constante k = +4/3.




Semelhanca e Homotetia

CONSTRUCAO

Inicialmente deve-se observar a constante k sob dois aspectos. Se
k>1, a figura serd ampliada; e se k for positivo, a ampliacao serd direta.
Dada a figura ABCD, para simplificar a construcdo, definir um ponto
H, coincidente com um dos vértices da figura, no caso o vértice A. Em
seguida, irradiar, isto €, unir o ponto H, a cada vértice do poligono ob-
tendo os raios vetores HA, H B, H.C e HD. Dividir cada raio vetor por
trés partes iguais, pois trés é o valor do denominador da constante
k = +4/3. Tracar a partir de H, quatro vezes a parte encontrada ante-
riormente sobre cada respectivo vetor, pois quatro é valor do numera-
dor da constante k. Obter e unir os pontos A, B, C’e D". Outra solucao
para este exercicio é tracar a diagonal da figura, correspondente ao
segmento AC, marcar o ponto C’ no prolongamento dessa diagonal,
sendo CC’igual a 1/3 AC. Em seqguida, tracar as paralelas aos lados CD
e (B, determinando D’ e B’ no prolongamento dos lados AD e AB, res-
pectivamente.

Simplificac6es do problema geral 1

12 Simplificacdo: Para o caso do centro de homotetia poder ser definido
arbitrariamente, definir H, coincidente com um dos vértices do poligono dado.
Os raios vetores serdo os prolongamentos dos lados do poligono.

22 Simplificacao: Multiplicar apenas o vértice C do poligono dado. Obter C’
pelo qual tracar paralelas aos lados do poligono dado. Neste caso, convém multi-
plicar o vértice intermediario, e ndo o vértice externo para que nao haja acimulo
de erros gréficos.

Problema geral 2

Dadas duas linhas a e b, um ponto H e um numero k, construir uma reta x
passando por H que intercepta a em A e b em B, de forma que: HA/HB = k

As duas linhas dadas podem ser:

e Duas retas

e Duas circunferéncias

e Uma reta e uma circunferéncia

Se HA e HB tiverem o mesmo sentido, k serd positivo; se tiverem sentidos
opostos, ou seja, H esta entre A e B, k sera negativo. Abaixo estdo representados
trés exemplos do problema geral 2.

a. Dadas duas retas quaisquer e um ponto P ndo pertencente a elas, tracar
por P uma reta que intercepta a reta a em A e a b em B, de modo que PA/PB = k.




CONSTRUCAO

Considerar P como centro de homotetia direta. Tracar uma reta auxi-
liar, r, que passe por P e intercepte as retas a e b. Na intersecao da reta
rcom a reta b, definir o ponto X. Dividir o segmento PX em duas partes
iguais (dois é o valor do denominador da constante dada). A partir de
P, marcar cinco destas partes na reta r (valor do numerador dado) em
direcao a X. Ao fim da quinta parte definir o ponto X”. Tragar uma reta
b’ paralela a b, que passe pelo ponto X". Na intersecdo da reta b’ com a
reta a, definir o ponto A. Tragar uma reta s unindo os pontos A e P. Na
intersecdo da reta s com a reta b, determinar o ponto B.

b. Dada uma reta a e uma circunferéncia de centro O, tracar por O uma reta
que intercepta a circunferéncia em A e a reta a em B, de modo que OA/OB = k.
k="
Raio=2cm
Oa=3cm




Semelhanca e Homotetia

CONSTRUCAO

Tracar reta s auxiliar, que passe por O e intercepte a reta a no ponto Y.
Dividir OY em duas partes iguais (dois € denominador da constante
dada). Definir Z no ponto médio de OY. Tracar uma reta a’ paralela a
reta a que passe por Z. No ponto de intersecao da reta a’ com a cir-
cunferéncia, definir o ponto A. Tracar uma reta passando por AO até
interceptar a reta a e entao definir o ponto B.

c. Dadas duas circunferéncias de centros O, e O,, secantes em A e B, tracar por
A uma reta r de forma que a corda determinada na circunferéncia de centro O,
seja igual a 3/4 da corda determinada na outra circunferéncia.

Dados:R,=2cmeR,=3cme0,0,=4cm.

CONSTRUCAO

Definindo H, coincidente com A, multiplicar O, por k =-3/4.Tragar uma
circunferéncia com centro em O, e raio O,’H.. Tracar uma reta r que

passe pelos pontos C e A para obter o ponto D.
CA/AD=3/4.




Conicas

As conicas sao linhas curvas, planas, originadas de secbes feitas em um cone.
A superficie conica é originada de uma reta em rotacédo ao redor de um eixo. O
ponto de intersecao entre a reta e o eixo é denominado de vértice da superficie

conica.
'
r— reta geratriz
h & — eixo derotacdo
V — vertice
o A AB — difmetro da base
B\ﬁ,_.___._/\ ) — centro da base
] r

11.1 Elipse

E a curva gerada pela passagem de um plano secante ao cone, ndo paralelo
a base, ao eixo de rotacdo e nem a reta geratriz. O plano determina no cone uma
curva plana, fechada e simétrica, na qual a soma das distancias de qualquer de
seus pontos a dois pontos interiores fixos, denominados de focos, é constante.

Definigdo da elipse

Dados dois pontos num plano, F e F;
chama-se elipse o lugar geométrico dos
pontos F desse plano, cuja soma de
suas distancias aos pontos dados é
constante e igual a 2a.

F.P +F,P =2a=AB

Construir uma elipse com distancia focal F,F,= 6 cm e constante 2a =9 cm.



Conicas

AB — eixo maior, constante 2a
O — centro
F;eF; —focos

F:F; — distdnciafocal

CONSTRUCAO

Tragar AB e F F,. Definir P, pertencente a AB entre um dos focos, F, ou
F, e o centro da elipse. Com raio P A e centro em F, e F, tracar quatro
arcos. Com raio P B e centro em F, e F, interceptar os quatro arcos tra-
cados. Definir P, qualquer, pertencente a AB, entre um dos focos, F, ou
F, e o centro da elipse, e, ndo coincidente com P, e repetir a operagao
executada com P, dessa vez considerando P,. Os pontos encontrados
nas interse¢oes dos arcos pertencem a elipse. Unir os pontos a mao
livre para tracar a elipse.

11.2 Parabola

E a curva gerada pela passagem de um plano secante ao cone, paralelo a reta
geratriz. O plano determina no cone uma curva plana, aberta e infinita, na qual
cada ponto equidista de um ponto fixo e de uma reta, denominados de foco e
diretriz.

Definigdo da parabola

Dados num plano um ponto F e uma reta
r gue nao passa por F chama-se

pardbola o lugar geometrico dos pontos
F do plano eguidistantes de Fer.

PF=Pr




Construir uma parabola com distancia focal igual a 2 cm.

F — foco

; /
e — reta eixo

/ A v F e V — vértice

VF — distancia focal

AF — parédmetro (=2F)

N

AN

CONSTRUCAO

Dado VF = 2 cm, sabe-se que AF = 2(VF). Tracar uma reta eixo denomi-
nada e. Definir na reta eixo o ponto V e os pontos A e F equidistantes de
V em 2 cm. Construir uma reta diretriz, denominada d, perpendicular
a reta e, que a intercepte no ponto A. Definir um ponto P, que esteja
localizado apds o vértice V, no sentido VF. Tracar uma reta p perpendi-
cular a reta e, que passe por P,. Com raio AP, e centro em F, obter dois
pontos de intersecao com a reta p. Definir os pontos P, e P, sequndo
osmesmo critérios utilizados para definir P, e repetir as operagées se-
guintes. Os pontos encontrados nas intersecoes dos arcos com as re-
tas perpendiculares pertencem a parabola. Unir os pontos a mao livre
para tragar a parabola.

11.3 Hipérbole

E a curva gerada pela passagem de um plano secante ao cone, paralelo ao
eixo de rotagdo. O plano determina no cone duas curvas planas, abertas e in-
finitas, nas quais € constante a diferenca entre a distancia de cada um de seus
pontos P a dois pontos fixos, denominados de focos.

Definigdo da hipérbole

Dados dois pontos num plano, F e F
chama-se hipérbole o lugar geomeétrico
dos pontos do plano, cuja diferenca de
suas distdncias aos pontos dados é
constante e igual a 2a.
FP-FFP=2a=AA;




Conicas

Construir uma hipérbole com distancia focal F,F,=7 cm e constante 2a =4 cm.

Fse Fy— focos

As e Az — vértices

O — centro de simetria
FiF; — distdnciafocal
Al — eixotransverso,

constante2a

CONSTRUCAO

Sabe-se que F.P-F,P=A A,=2a.Tracar uma reta qualquer e sobre ela
marcar os pontos O,A A, F ,F,. Com centro em A, marcar um ponto P,
que deve estar ap6s o foco, no sentido do vértice para o foco. Com raio
AP, e com centro nos pontos f, e F, marcar quatro arcos. Com raio AP,
e centro nos pontos F, e F, interceptar os quatro arcos feitos anterior-
mente. Definir P, colinear a A, e A, e nao coincidente com P, e repetir
a operacao. Os pontos encontrados nas intersecdes dos arcos perten-
cem a hipérbole. Unir os pontos a mao livre para tracar a hipérbole.




1 2 Capitulo

Espiral

Espiral é uma curva plana que gira em torno de um ponto fixo, chamado
polo, e dele afasta-se ou aproxima-se segundo uma determinada lei que esta-
beleca uma relacao entre as velocidades de dois movimentos: o circular e o re-
tilineo.

C
0 — polo ou centro da espiral
00— passoda espiral
OABCD— espira
= ] o

De acordo com suas propriedades, as espirais podem ser classificadas em
bidimensionais, tridimensionais e policéntricas. Uma das espirais bidimensionais
mais importantes é a espiral de Arquimedes.

12.1 Espiral de Arquimedes

Se uma reta r gira com movimento uniforme em torno de um ponto fixo O
pertencente a ela e se um ponto P percorre r com velocidade constante, a traje-
toria descrita por P é uma curva denominada Espiral de Arquimedes.

A espiral de Arquimedes pode ser construida tracando uma circunferéncia
com raio igual ao passo desejado e dividindo a circunferéncia e o raio em n par-
tes.

a. Construir uma espiral de Arquimedes, com sentido anti-horario, com
passo igual a 8 cm.




CONSTRUCAO

Tracar uma reta g, e a reta b, perpendicular a reta a, que a intercepte
no ponto de O. Utilizando um dos processos de divisdo de segmento,
dividir o raio OA em n partes, no caso, 8 partes. Obter os pontos P,
P,P,P,P,P,eP Tracar bissetrizes c e d para dividir a circunferéncia
em n partes, ou seja, 8 partes. Com centro em O e raio OP,, tragar um
arco que percorra o primeiro setor do circulo. Definir o ponto R. Com
centro em O e raio OP,, tracar um arco que percorra dois setores do
circulo. Definir o ponto Q. Repetir o processo para os demais setores
para obter os pontos B, S, T, U, V. Para obter a espiral, unir manualmente
ospontos O, R, Q RS, T,UVeA.

12.2 Espirais policéntricas

As espirais policéntricas sdo falsas espirais, formadas por arcos de circunfe-
réncias concordantes entre si, podendo ter dois ou mais centros.

Falsa espiral de dois centros
A falsa espiral de dois centros é formada pela alternancia entre dois centros e
o respectivo aumento do raio necessario para concordar as semicircunferéncias.

CONSTRUCAO

Com centro em O,, tragar semicircunferéncia de raio O,0,. Obter o
ponto A. Com centro O,, tracar semicircunferéncia de raio O,A. Obter
o ponto B. Com centro em O,, tracar semicircunferéncia de raio O B.
Obter ponto C.




Falsa espiral de trés centros

A falsa espiral de trés centros é iniciada a partir de um dos vértices de um
triangulo. Ela é formada pela alternancia entre os trés centros e o respectivo au-
mento do raio necessario para concordar as semicircunferéncias.

CONSTRUCAO

Com o centro em O,, e raio 0,0, tracar um arco até a intersecao do
prolongamento do lado 0,0, do tridngulo. Obter o ponto A. Com o
centro em O,, e raio O,A, tracar um arco para obter o ponto B no pro-
longamento do lado 0,0,. Com o centro em O,, e raio O_B, tragar um
arco para obter o ponto C no prolongamento do lado 0,0,




Capitulo 13

Processos aproximados

Alguns problemas do Desenho Geométrico ndo tém resolucao grafica exata
utilizando somente a régua e o compasso. Isto pode ser demonstrado matemati-
camente e alguns destes problemas ja preocupavam os estudiosos de Geometria
da Antiguidade. Sao exemplos classicos: a quadratura de um circulo, a retificacdo
da circunferéncia e a trissecdao de um angulo genérico. Para resolver estes casos,
e somente estes, é permitido usar processos aproximados que ndao produzem
respostas exatas, mas respostas aproximadas. Havendo processo exato, o rigor
geométrico manda nao aceitar processos aproximados.

Na resolucao de um problema por processo aproximado, além do erro gra-
fico, ocorre o erro tedrico, juntos eles somam-se para formar o erro final. O uso
do processo aproximado pode ser justificado quando o erro tedrico cometido é
menor que o erro grafico inevitdvel em qualquer construcao gréfica. O erro ted-
rico é dado pela seguinte expressao:

Erro tedrico = Valor real - Valor obtido

Para efeito pratico, considera-se que o erro grafico total aceitavel em qual-
quer resolucdo deve ser menor que 0,5 mm.

13.1 Retificacao da circunferéncia pelo Processo de Arquimedes

Retificar uma circunferéncia de raio r é construir graficamente um segmento
de comprimento 27r, que é o comprimento da circunferéncia.

A retificacdo da circunferéncia pode ser feita por varios processos aproxima-
dos. Arquimedes desenvolveu um processo de retificacdo da circunferéncia que
é conhecido pela simplicidade de aplicacdo e também pela possibilidade de se
resolver o processo inverso.

O Processo de Arquimedes considera que a circunferéncia retificada corres-
ponde a trés vezes o diametro mais 1/7 do diametro da circunferéncia em ques-
tao.




CONSTRUCAO

Tracar uma reta r tangente a circunferéncia no ponto A. Sobre a reta
r, com centro em A, marcar trés medidas consecutivas do diametro,
definindo os pontos C, D e E. Dividir o segmento DE em sete partes
iguais. Somar uma parte da divisao do segmento DE para obter o pon-
to F. Uma forma simplificada de obter o ponto F, ou seja, definir 1/7 do
diametro, esta ilustrada no desenho acima.

Calculo do erro teérico:
Erro tedrico = Valor real - Valor obtido
Valorreal=2nr=nd=3,1416d
Valor obtido=3d+d/7=22/7d= 3,1429d
Erro tedrico =(3,1416 - 3,1429) d
Erro teérico= -0,0013 d

Se considerarmos uma circunferéncia de diametro 100 mm, o erro tedrico
serd igual a 0,0013 x 100 mm = 0,13 mm, sendo, portanto, menor que o erro gra-
fico total aceitavel de 0,5 mm.

13.2DesretificacaodacircunferénciapeloProcessode Arquimedes

A desretificacdo de um segmento AB consiste na construcao de uma circun-
feréncia de comprimento (perimetro) igual ao segmento dado. Considerando
que pelo processo de retificacdo de Arquimedes a circunferéncia corresponde a
22/7 d, temos que:

\'\.
a b
A . F B
— CD-7 partes
2 -h""t._ : *
34 515__*“ . DE=7 partes
6 ot BF = didmetro
allb




Processos aproximados

CONSTRUCAO

Dividir o segmento AB em 22 partes iguais. O diametro da circunferén-
cia corresponde a 7 das 22 partes de AB.

13.3 Retificacao de arcos
Retificar um arco AB é obter um segmento AB’ de comprimento igual ao do

arco.
13.3.1 Arco com angulo central de 0° a 90°

CONSTRUCAO

Dado um arco AB, tracar o diametro AC prolongado e uma reta tangen-
te em A. Sobre o prolongamento do diametro, determinar um ponto
D de forma que DC = % r. Tragar uma reta por D e B até encontrar a reta

tangente em B’. O segmento AB’sera o arco retificado.

13.3.2 Arco com angulo central de 90° a 180°




CONSTRUCAO

Neste caso, divide-se o arco em dois, de forma que ambos tenham an-
gulo central menor que 90° e aplica-se o processo utilizado em 13.3.1.

13.3.3 Arco com angulo central entre 180° e 360°

CONSTRUCAO

Neste caso, primeiro retifica-se a circunferéncia toda. Em seguida, reti-
fica-se o arco BB’. Por fim, constréi-se a diferenca entre os dois segmen-
tos obtidos anteriormente.

13.4 Desretificacao de arcos

Para desretificar um arco é necessario ter, além do segmento dado, informa-
¢oes sobre a circunferéncia, o raio ou o angulo central correspondente.

Desretificacao de um arco dados o segmento e o raio

Neste caso, o problema se resume a determinacao do angulo central.

10 caso: Se o segmento dado é menor ou igual a 1,5 vezes o raio, a resolucao
é semelhante ao item 13.3.1., determinando B a partir do ponto B".

2° caso: Se o segmento dado é de 1,5 a 3,0 vezes o raio, a resolugao é seme-
Ihante ao item 13.3.2., determinando A e B a partir dos pontos A’e B’

30 caso: Se o segmento dado é de 3,0 a 277 vezes o raio, a resolugao é seme-
Ihante ao item 13.3.3.

Desretificacao de um arco dados o segmento e o angulo central corres-
pondente

Neste caso, o problema resume-se a determinacao do raio da circunferéncia
que contém o arco.




Processos aproximados

a. Desretificar o segmento AB, cujo angulo central é igual a a.

@
=i}
E

Q
m
Q
=

CONSTRUCAO

Tracar uma reta r qualquer e em seguida tracar uma perpendicular s
a r. A partir da intersecdo entre as duas retas marcar o segmento AB.
Tracar uma paralela a reta r com a distancia igual a AB. Sobre a reta r
marcar o ponto O, arbitrariamente. Com centro em O’ e raio O’A, tracar
a circunferéncia determinando o ponto C sobre r. Definir o angulo a,
tendo O’ como vértice e um dos lados como O’A, e marcar o ponto £’ na
intersecao do outro lado do angulo com a circunferéncia. Dividir o seg-
mento CO’ em 4 partes iguais. Com centro em C e raio igual a 3 de CO’,
determinar o ponto D sobre r. Tracar uma reta contendo D e E’e marcar
o ponto E na intersecdo com s. Tracar uma paralela a O’E passando por
B e definir O sobre r. Tracar uma paralela a DE passando B. Com centro
em O tracar uma circunferéncia de raio OA que definird na intersecao
com a Ultima paralela tracada o ponto B’. O arco AB’ é o arco procurado.

13.5 Divisao da circunferéncia em partes iguais ou proporcionais

A divisdo da circunferéncia em partes iguais ou proporcionais pode ser fei-
ta por varios processos aproximados. Um dos processos consiste em retificar a
circunferéncia, dividir o segmento obtido em partes iguais ou proporcionais e,
em seguida, fazer a desretificacdo dos segmentos obtidos. Este processo pode
ser aplicado também para dividir um arco de circunferéncia em partes iguais ou
proporcionais.

Outro processo € o de Bion, mostrado a seguir. Existem varios outros pro-
cessos para dividir uma circunferéncia em um nimero determinado de partes
iguais, entretanto, sdo especificos para cada caso.




Processo de Bion
O Processo de Bion consiste em dividir uma circunferéncia em n partes iguais.

Dividir a circunferéncia abaixo em 5 partes iguais.

CONSTRUCAO

Dividir o diametro AB da circunferéncia dada em 5 partes iguais. Com
centro em A e depois em B, tracar dois arcos de raio AB, determinando
os pontos Ce D. Por Ce D, tragar retas passando pelos pontos pares (ou
impares) da divisdo do diametro AB, obtendo sobre a circunferéncia
os pontos que a dividem em 5 partes iguais, que no exemplo sao os
pontos A, E F, GeH.
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Notas finais

GeoGebra

A maior parte das figuras apresentadas nesta apostila foi elaborada por meio
do software GeoGebra, na versao 4.1.3.0.

GeoGebra é um software de matematica dinamica, de distribuicao livre sob a
GNU General Public License. E escrito em Java, o que o torna disponivel em multi-
plas plataformas. Foi criado por Markus Hohenwarter para ser utilizado em am-
biente de sala de aula. O projeto foi iniciado em 2001, na Universitat Salzburg, e
tem prosseguido em desenvolvimento na Florida Atlantic University.

E um programa que permite realizar construcdes utilizando pontos, vetores,
segmentos, retas, secdes conicas assim como funcdes e alterar todos esses obje-
tos dinamicamente apds a construcdo estar finalizada.

Além das construcdes geométricas, podem ser incluidas equacgdes e coorde-
nadas diretamente. Desse modo, o GeoGebra é capaz de lidar com variaveis para
numeros, vetores e pontos, derivar e integrar funcoes e ainda oferece comandos
para encontrar raizes e pontos extremos de uma funcao. Com isso, o programa
retine as ferramentas tradicionais de Geometria, com outras ferramentas mais
adequadas a algebra e ao calculo. Portanto, tem a vantagem didatica de apre-
sentar, a0 mesmo tempo, duas representacdes diferentes de um mesmo objeto
que interagem entre si: a sua representacao geomeétrica e a sua representacao
algébrica.

O site oficial do GeoGebra é http://www.geogebra.org/cms/pt_BR. A partir
desse site é possivel fazer o download do programa e do seu tutorial, bem como
conhecer mais sobre suas possibilidades e potencialidades.
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